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ªc�£��¥`�*����ºc�²������ª������*¡n�`¤�¨���� & �������&�¯ª�������Æ 'Éµ -{�c¢£������¨�ªc�É��¥QPZT²���*¢¦��¤Q�R®¯������®¯§Q¢¦��¡T���c�©¡���¥ ��¡���¡��d�c�2¤Q�c���
��¡�¥����£®¯§W��¡�ªªc�£�©¥[PZ\»W«d��������]_^`U=µ�����²����ª��������F¡n��¤k¨�������¥���¡�¥����£®�§G��¡�ªªc�£��¥���PO\ ���F¢��c®�®¯��¥������¬®¯�W¢��c®
¤��c��¡�ªc�É��¥��c�&���������¨�ªc�É��¥/PZTnµ ���c�d�¦Í��c¤Q�`®¯�
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Ã2��¡��£��¥����������²��¡n����������®��m���¯��¡��=���©¡T�A@*�c¡�¥��c¡��m��¨R�¯���£�m��§�������¡n� á�B �c�y������ªc�£�©¥ PZTT»W��������®���¤Q��¡T�F���{�����m�£¢£����¥�½�c��«d����¢É�������¬���m��ªc���¨���®¯��¡�ª��2����µ������¡��c®�®=��®¯��¤Q��¡n����������£����¡�¥���¡�ª������¡T� á B & ����� �&�¯ª������C? '2�m���¢É����¢�¼c��¥
¿`�£����µ("S�Ì������¡n�D@*¥��G����¡<E �2�½�c®©®`��¡n���k��¡����c�y������������®���¤Q��¡T����»n�����²��¥�ªc�¬¢¦��¡�¡���¢¦����¥�����������¡n� á B »G���`�m�{��¡�¢�®�������������g�£¤��c®�®¯�������c¡�ª�®¯��«d�¯����ºc��¢¦���c�GF Há B @Q���Q¥��������£¤��©¡���¥Ìµ>I)�8���m¼c�g�������c������� ������¡n�Q�c�������©�Q��¥�ªc�g�c��¡���«
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¤��¯ª��n�²�½�c��® »=�¯�%�����·¥���¤ �c��¡g�c�2¢¦��¤Q�`�����m������¡r�©��¡��c�¬¢¦��¡nºc�¦Í<& ����� �&�¯ª������ � 'Éµ��`�����©����ºc����¥���¥ ¨G§g������¡�ª��
¨��£�����¬�Ç�c�£¢¦�k�c®¯ªc�c�£�¯����¤ ÜKJmÞ µ



�

. .

.
.Target

Starting
Cell

n

n

n

P
P

P

1
2

3

1

2

3

�������	��
 � ��� ��
�8�8�� $,(���
�� �,( �4(��3��������������
��2�-�� : .��'�#��
���� ��. �� 	
6�� 	��
�
!�	
��'�� $ .������	� ��
�8�8'�Q0 .�� 
�(��4 
��
�8'8��,(��	� �	
��'�� $ .��O��./�	
��'�� $ .��2��
 (*���4 5&
��� 	.%�<;

.
.

.

. .p
i

.
.

.

.

.

Edge 1

Edge 2

Edge 3

Edge 5

Edge 6

Edge 7

Edge 4

.

.

p
i

p
j

Edge k

�������	��
 � �
	��).`
��	��
�� $,(���
�� �,(*�4(*�������	�����	��
����2���� ��
�����
��� ��.�� 
��	��
 : .��'�#��
������ 8'
�0 ��� (��	� 
��	��
�� ��.��
��
�����
� : .��'�#��
������ ���'�� #���



�

Target
B

A

.
. .

�������	��
 � � 	Z 	
 �	
��'�� $ .�� ��. �	
����� $1.�� ��
�(����4 56
��� 	. � ; 	Z 	
 (�8��� 	.������� �5 5&���� #� 0 (*�'8 �2 	
�� �� �

�	.�5&(���� .�0���.�56:	���4( ���'.�� �'�Z�	.��2��.��#��
 

��� +*�4'�� 3 + ��� ��� � �"� +*3 �
	 ' �4� 8 � � 	 =

Â²¥�¥��¯���¯��¡`�c®�®¯§ «2������ºc����¤Q�`®���¤Q��¡T����¥8�c¡8Â²°��6Ü È!Þ&�����m�É¢£� �c®¯ªc�c�£�¯���`¤�»`¨���¢��c�����·Á²ÆmÁa�������¤��k¢¦��¡����`¤���¡�ª
�c¡�¥·���G�²�¦ÍW����¡����¯ºc�{�Ç�c�%¡���¡W´n¢¦��¡Tºc�¦ÍQ¥���¤��c��¡`��µD����2�������R�M�©¡Tºc��®¯ºc��¥���¡kªc��¡����£�m���©¡�ª¬�c¡·Â²°��_�c¡�¥������m�£¢£�`��¡�ª
�m���������®���¡���¥��c��½��®�®¯�!«d� =
Å ��� ��������=�°��������É¤���¡���������¨=���`¡�¥���¡�ª�¨���ÍW���%&�� � \ B����� \ B���
	 \ B��� � � � \���� ��� \���� �
	 \���� � ' & �&�¯ª������ J '�c�d�c®�®
�������®���¤Q��¡T���d��¡����c¢£�8ªc�£��¥��c�&�����¬�!ºc���£������¤���������§W������¤�µ
Æ ¡�¥ ��������=�)F����®�¥¬�����{Â²°²�0�½�c�D���c¢É�kªc�É��¥Ì»Ë�����{¥��m���c�����&�`����¥�½�c�D¨R����®�¥��©¡�ª{�������������F¢¦��¤Q���£�©�����y�����{¨�����¡�¥���¡�ª
¨���Í�¢¦�n�c�É¥���¡��m�������c�&�����¬ªc�É��¥�¢¦��®�®���µ
È �£¥ ��������= Û ���m�£¢£�8��¡������¬���������Ç�c�d��ª��¯ºc��¡����m��ªc�����=���©¡T��µ%�����c®�ªc�c�£�¯����¤6�����m�É¢£�����d������Â²°²� �c�M�����¬ª��¯ºc��¡ªc�£��¥��c¡�¥ ¢¦�£���m��������®������*�c�y¢¦��®�®���«d��������¨=���`¡�¥���¡�ª�¨���ÍW���{��ºc���£®��m���½�c�2��ª��¯ºc��¡����m��ªc���F�=���©¡T����� & ����� �M��ª������
 'Éµ��D� ��¥���¡n���¯�½§ �����k¢¦��®�®������m�d¢¦��¡n���c��¡��d�����¬���m��ªc���d������¡n��»�������½��®�®¯�!«d��¡�ª�¢¦�£�¯�����É�¯��¡

]���� & Y�B � Å F Y B '��fÄ � � � & ","1µ�ÅA'
¤·�����¬¨������m�����x¿R��¥Ìµ Y B �m�����������£���m���·� ��¡�¢¦������¡���«{��®©®&¼G¡��!«d¡)�½����¤ ¿R¡������·��®���¤Q��¡T�k¤Q�������W¥�� ÜÀÅ1Þ µ������§�m����¢¦��¤��`������¥����£��¡�ª·������½�c�£¤k�`®�� Y B &"!$#4' V&% B #c»`«d�������'% B #��������'(¬����¡���¢£¼c��� E �d��§G¤k¨���® µ �²��������O§n�������c���®¯��¤Q��¡n�����m���k���`®��¯���¡n�����������£�c����¥�����¡`���c¡�¥g�����������m���� ��¡�¢¦���¯��¡����m���k¢¦��¤��`������¥8�Ç�c�²���c¢£� �c�%�����·����¨���®¯�¦Ê
¤Q��¡n����µ ��¡`¢¦����¥���¡��c��¢¦��®©®M�©�²�©¥���¡T���¯¿`��¥Ì»�®���¡����m�£®�§��©¡T����������®��m���·�����Q����®������¯��¡8�m�¬������¡��G¥����²�c�{�����·¥���¡��c�
¢¦��®�® ä*) ������������m��ªc���d������¡n�+� � &%�����¿`ª������� 6'F�c�d�Ç��®©®¯��«d� =

,.-�/ V10
B32
, B3254 Ü Y B�2 Þ -�/ «d����� 0

B32 Y B32 V.Å & ","1µ Æ '



�

.

.

.

.

O x

y

z

min
2x min

2, y
 

2, z( )min

min
1x min

1, y
 

1, z( )min

max
2x max

2, y
 

2, z( )max

max
2x max

2, y
 
2, z( )max

.
.

.
.

.

.
.

�������	��
 � ���O(��3��
����9(�� $ .��	�	�	���	�/$1.  
��2.�0S��
�����(* 	
��	��(/(��	� : "%��(�5&���<;

«d�����£� , B 2 ��������������¡n���F�����¬����®������¯��¡��m�2������¢¦�c�É¡����¡��W¥����2�c�D��������®¯��¤���¡T� ä�) �c¡�¥$Ü Y�B 2 Þ - / �£������������¡n���F����������m���¬� ��¡�¢¦���¯��¡��c�M�������®���¤Q��¡T� ä�) ��ºm�c®����m����¥8�m������¬���m��ªc����������¡T� � � µ

� >�� L �JM����3L �	D���� � ��	 �	G L�
 I�	��� M$�	D ��� �<>

����� �43-' 5 3<0 ���

����k��¡T�����£�=��®©�m���¯��¡�����¨`�c����¥���¡g®©��¡����m������m���� ��¡�¢¦������¡��F«{��®©®Ì¼G¡���«d¡g�Ç����¤6¿R¡��¯���¬��®¯��¤���¡T�²¤Q�������W¥���µ ���c�
�������£�c����¥��£�c®R¢¦��®©®���»T������®���¡����m�{�����m���� ��¡�¢¦������¡����m����ª��¯ºc��¡�¨n§Q�����²�½��®�®¯��«���¡�ª¬�½�c�£¤k�`®��c��� Y R V.Å F��DF���F�� »
Y a V � » Y  V � �c¡�¥ Y c V � »W«d������� & � � � � � '{�����`��������¡n�2������¢¦�G�c�£¥��©¡��m��������¡��������`�m�£�c¤Q�����£�©¢²���`�c¢¦� & ������&�¯ª�������� 'Éµ ���c���c�������²�>§G�=�����c�%��®¯��¤Q��¡n����»����¦Í��c����¥�����¡Ì»R���£���£¤B�c¡�¥��G§G�£�c¤���¥)»=�����·��¡T�����£�=��®©�m���¯��¡������c®����
¨`�c����¥ ��¡ ®��©¡����m�*�����m����� ��¡�¢¦���¯��¡��*¨n§Q���`®©�¯������¡�ª����������d��®¯��¤Q��¡n���{��¡n����������£�c����¥�����¡���& ����� �&�¯ª����£��� !G»=Å�Äk�c¡�¥
ÅcÅA'�µ��M�m¨`®¯��Å�ª��¯ºc�����c®�®¹���������¯¨`®������¨Ì¥��¯ºW�����¯��¡`�{�c�������·���¦ÍW�c����¥�����¡ á R ��� á�� ��¡n����¿`ºc�·�c�¬���ÀÍ��������£�c����¥��£��c�d��� ��¡�¢¦������¡��c�M������¡n�`¤�¨����+� �c�%¥����mªc��¡��c®��F����������ª���������ºc�������¦Í á �!µ

��% � � ��� ��3 'G5 3<0 ���

����©�²�£��¨`����¢¦���¯��¡�¥�����¢¦�£�¯¨�������¤Q�������G¥)¥���ºc��®��c�=��¥$�Ç�c�� ��¡�¢¦������¡)��¡T�����£�=��®©�m���¯��¡r«d�¯������¡ ¥��?>=������¡n����®¯��¤Q��¡n�
�>§G������»�«d�`��¢£�����F¨R�c����¥���¡������¿R¡��¯������®¯��¤Q��¡n�d��¡n����������®��m���¯��¡��������c��§cµ



�

.

.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������

GRID A

A
e

I
A

GRID AGRID A

GRID B

I
B

e
B

�S�'���	��
 � � ����
���89(*:	:	�'���6$ .��	���	�'�	�/$ . �
���;

ζ

ξ

η

p p

p

p

1 2

3

4

. .

.
.

^

^ ^

^

.
. .

.

p
1

p

p

p

2

3

4

K

K

^

x = F(x)^

x

y

z

�S�'���	��
 � ���S(���(�56
����������:,(���
�;



�

.
.

.

.
.

.

p
1

p
2

p
3

p
4

p
5

p
6

.
.

.

.
.

.

p
1

p
2

p
3

p
4

p
5

p
6

.
.

.

.
.

.

p
1

p
2

p
3

p
4

p
5

p
6

.
.

.

.
.

.

p
1

p
2

p
3

p
4

p
5

p
6

.
.

.

.
.

.

p
1

p
2

p
3

p
4

p
5

p
6

.
.

.

.
.

.

p
1

p
2

p
3

p
4

p
5

p
6

�������	��
 � � 	Z 	
 ���� ��( "%� ��. ��:	8'�-�6�� 	
�� �,(*�	����89(*��
���(*8O0 (���
�� .�0 �� 	
 :	������5 �����4 �� ,(*�&���6��(�� $ 

����$1�	�-�%�'�	
�� ��� ��. �� 	��
�
��
�����(* 	
��	��(�;

.

.

.

. .

.
.

.

p p
2

p
3

p
7

p
6

p
5

p
4

p
8

1

(a)

.

.

.

. .

.
.

.

p
1 p

2

p
3

p
7

p
6

p
5

p
4

p
8(b)

.

.

.

. .

.
.

.

p
1 p

2

p
3

p
7

p
6

p
5

p
4

p
8(c)

.

.

.

. .

.
.

.

p
1 p

2

p
3

p
7

p
6

p
5

p
4

p
8(d)

�������	��
 ����� ���'�����6��.�� +,���	��(*����.�� �2�-�� ��. �	�'(���.��,(*82�� ,(*�&��.%
��&�� 	��.��	�� ��
��3��
��� � � ( ���Z��
���.��	�
��.���+,���	��(*����.�� �2�-�� .��	
!�	�'(���.��,(*8 �� ,(*� ��.%
�� �� 	��.����� ��
�����
��� � � $ � ���� ��'��� ��.���+	���	��( ���'.�� �2���� 
� �). �	�'(���.��	(�8'���� ,(*� ��. �� ���.��	�� ��
��3��
��� � � � � (��	� 0 .��	�3�� ��.�� +,���	��(*����.�� �2���� �� 	��
�
&�	�'(���.��	(�8'�
�� 	(*�2��. �� 	��.��	�� ��
�����
�	� � � � �



���

p p

p

p

p

1 2

34

5

. .

.

.

.

p p

p

p

p

1 2

34

5

. .

.

.

.

�������	��
 ����� 	Z �
 � ��.���( "%�Z��. ��:	8������� 	
 � �,(��	���'8'(*��
���(�8,0 (���
 .�0K�� 	
�: "%��(�5&��� (��	�!��. ���	$ �	���%���	
��� �

:#"%��(�56�'� �'�#��./� �)./��
�����(� �
��	��(�;

 ��� ��� ��� ��� ��	 ��


� R
�
a
�  � � R

�  � � � � R
�  � c � � R

�
�
� � � �  � � � � � � ����

R R
�
�
� � � � R

�
a
� � � � a

�
�
� � � � R

� � �  � c R
� � � a �  a

� � � � � 
R
�
�
� � � � R

�
a
�
�
�
� R

�
�
� � � � R

� � �  � c R
� � � � �  a

�
R
�
�
� 

a R
�
�
�
�
�
� R

�
c
� � � � R

� � � � � � R
�
a
�  � � R

�
c
�
�
�  R

�
�
�
�
� 

R
�  � c � � R

�
�
�
�
� � R

�
�
�
c
� � R

�
a
�  � � R

�
�
�
�
�
� R

�  � � � �
 R

�  � c � � R
�
c
� � � � R

� � � � � � R
�
�
�
�
�
� a

�
�
�
�
�
R a

�
�
�  � R

R
�
a
�
�
�
� R

�
�
� � � � R

�
�
�
�
�
� R

�
�
�
a
�  R

� � � � � c R
�
�
�  � c

R
�
a
�
�
�
� R

�
a
�  � � R

�  � c � � R
�
�
�
�
�
� R

�
�
�
c
� � R

�
�
� � � �

	�(�$�8'
 ��� � 8'8<: .������'$	8�
���	$ �	�-� ������.�� .�0 �� 	
  	
 	(* 	
��	��.��	� �'�#��./��� !��
�����(� 	
��	��.�����;

����®©®¯��«d�©¡�ªQ�������F�������c�£§c»R��� ��¡�¢¦���¯��¡��a�����m��������ÍW�©¤��m����¥��c� =
� & � � � � � 'SV10 B Y B & � � � � � '�� B

«d�����£��& � � � � � '*�£������������¡n�������²¢¦�n�c�É¥���¡��m�����{��¡��������`�m�£�c¤Q�����É��¢���`�c¢¦�c» Y B �������£���m����½�`¡�¢¦���¯��¡��*�c�£���G¢��©�m����¥���������k¡��G¥�� �{�c�&�����¬��®¯��¤Q��¡n�d�c¡�¥�� B �����¬ºm�c®����¬�c�&�����¬� ��¡�¢¦���¯��¡��m����`���¡��W¥��cµ
±¹����¥���¡��c����� V &"! R � ! a � !  � ! c � !$� � ! � � !�� � ! � 'F¥���¡��c���·� ���¦Í��c����¥�����¡y»`�c¡�¥ ß � ������¡T��»`«{��c¨`���c��¡

��& ß '2¨G§��������Ç��®�®���«d��¡�ª·�½�c�£¤·��®�� =
��& ß ' V �

0
B
Y�B & ��� � ��� � ��� '�� B & ","1µ È '

«d�����£�
Y R�V Ä W Å�Æ � &xÅ F � ' &xÅ F � ' &xÅ F � ' � Y a V Ä W Å�Æ � &xÅ�� � ' &xÅ F � ' &xÅ F � '



���

Y  V Ä W Å�Æ � &xÅ � � ' &xÅ�� � ' &xÅ F � ' � Y c V Ä W Å�Æ � &xÅ F � ' &xÅ�� � ' &xÅ F � '
Y � V Ä W Å�Æ � &xÅ F � ' &xÅ F � ' &xÅ�� � ' � Y � V Ä W Å�Æ � &xÅ�� � ' &xÅ F � ' &xÅ�� � '
Y � V Ä W Å�Æ � &xÅ � � ' &xÅ�� � ' &xÅ�� � ' � Y�� V Ä W Å�Æ � &xÅ F � ' &xÅ�� � ' &xÅ�� � '�D� ¥��������£¤��©¡���������¢¦�G�¦¸�¢��¯��¡n����& � � � � � � � � 'É»�«{�k����� ��& ß 'KV F F H! R ß ��� & ","Éµ È 'É»R�c¡�¥�«2��c¨����c��¡B=

F F H! R ß V Y a F F H! R ! a � Y  F�F H! R !  � Y c F�F4H! R ! c � Y � F�F4H! R !$� �
Y � F F H! R ! � � Y � F�F H! R !�� � Y�� F�F4H! R ! � & ","1µK? '

� ����¡�ª+& ","1µK? 'É»������¬�½��®�®¯�!«d��¡�ª�� ��¡�¢¦���¯��¡�¢��c¡g¨��¬¨`����®¯� =
P�& � � � � � � � � ' V Y a F F H! R ! a � Y  F�F H! R !  � Y c F�F H! R ! c �

Y � F F H! R !$� � Y � F�F H! R !$� � Y � F�F H! R !�� �
Y�� F F H! R ! � F F F H! R ß & ","1µ � '

�����¢¦�G�¦¸�¢��¯��¡n��� & � � � � � � � � '��m�£� ����®���������¡ �c� P�& � � � � � � � � 'ZV F H Ä�»¹«d���©¢£�$���¬����®¯ºc��¥����£��¡�ª�Ád��«d����¡
¤Q�������W¥Ì»�� µ �cµ

F*F H� ��
R

�
V F H� � F P�� R� P & ","1µ J '

«d�����£� P � �©�F���������c¢¦�c¨`�©�c¡�¤��m���£�ÀÍ��c�M�����¬�½�`¡�¢¦���¯��¡6P�µ*�d����¡Ì»W��������¡n����������®��m���¯��¡�«2���¯ª��n���d�m���¢¦��¤Q�R������¥�c� Y B & F H� � 'Éµ
Â�����¤���®©�m�2�`���G¢¦��¥`�����¬����m���R®��¯��¥��������£�©��¤��F�c¡�¥��G§n�É�c¤���¥���»W«d������������¢¦�c���������=��¡`¥���¡�ª������m���¬� ��¡�¢¦���¯��¡��

Y RSV Ä W � &xÅ F � ' &xÅ F �CF � ' � Y a V Ä W � &xÅ F � ' � � Y  V Ä W � &xÅ F � ' �
Y c V Ä W � &xÅ � � ' &xÅ F �CF � ' � Y � V Ä W � &xÅ�� � ' � � Y � V Ä W � &xÅ�� � ' ��½�c����£���£¤��F�c¡�¥
Y R�V Ä W Æ ��Ü?&xÅ F � ' &xÅ F � ' F � Þ � Y a V Ä W Æ ��Ü?&xÅ�� � ' &xÅ F � ' F � Þ

Y  V Ä W Æ ��Ü?&xÅ � � ' &xÅ�� � ' F � Þ � Y c V Ä W Æ ��Ü?&xÅ F � ' &xÅ�� � ' F � Þ � Y � V ��½�c��n§G�£�c¤��©¥���µ

�������4Î Ø�Ñ ÒQÙ1�mÔ�Ö�Õ�Ù�Ò652Ø�Õ!×95

=?>�
��	IKL�F N
	 ���JIKB M L �3M����JL �,D���� 	 � B L�� ��
 IKB<� ���DJM�	I �4� M L&��I���L� L � 
��

���c�2�����ºm�c®���¥��m������¡��c�=�����d�������c¥�§Q¢£�`��¤Q���£�¬�c®¯ªc�c�É�¯����¤ ��£��¤Q�`®��¯¿`��¥k�£�������£����¡���¢2�������2¢��c���d����¥��¦¿R¡���¥Q���k�����
���!«@�����²�c®¯ªc�c�É�¯����¤ ���c¡�¥�®¯���{�����W¢�¼�«F��ºc���d¢¦����������¡�ª�������¢£���©¤Q���£�k¨=���`¡�¥��m��§c»G�c¡�¥ ���Q¢¦��¤Q�R�m���������������£��®¯���



� �

«d�¯�����c¡p��¶n����ºË�c®¯��¡n�Q����¡�ª�®���¨R®¯�G¢£¼�¢��c®©¢���®��m���¯��¡Ìµ���������������p�c�²������������� ¢��c���8���Q�����!«d¡p��¡ &Ç¿`ª������)Å�È 'Éµ
�&�¯�£����»D������¡�ª�®¯��ªc�£�©¥)¢¦��ºc���£��¡�ª������Q��¡n���¯����¾`�!«\¿`��®�¥ «F�c�¬ªc��¡����£�m����¥yµ ����������©¡�ª�®¯��ªc�£��¥)¢¦��¡n���c��¡���ÆWÅ � !2?  
������¡n���2�c¡`¥rÅ�ÆWÅcÅ.?�Ä J��������£�c����¥��É�c®Ì¢¦��®�®��²µ ���c�d�·���������c�D�����¢£���©¤Q���£�·¤Q�������W¥��>«2�Q¨`®¯�W¢�¼W�{«2�����¬ªc��¡����É�m����¥
��¡�¥����=��¡`¥���¡�®¯§cµ()2®��G¢£¼ Å��c¡�¥�¨`®¯�W¢�¼�Æ�¢¦��¡n���c��¡�ÅcÅ !*J*JcÈ��c¡�¥$Å�ÈcÈ �   �������¡T����»G�£��������¢¦���¯ºc��®¯§cµ
����k¢£�`�c¡�¡���®M���¨�����¡�¥���¥��m��������¨��c������¤ �c¡`¥g�����k���c� ¨n§��O«{����®��¯�g«2�c®�®©��µ����·¢¦��¤Q�`�����m���¯��¡`�«2�����

�������½�c�£¤Q��¥������©¡�ªQ¨��c�������������©¡�ª�®¯��ªc�£��¥��c¡`¥�¢£���©¤Q���£�Qªc�£�©¥�& ÆQ¨`®¯�W¢�¼W� '2�m�²�Q�Ç�£�������������c¤ à �c¢£�r¡G��¤�¨�����c�
ÆGµ �Q�c¡�¥g�c¡��c¡�ª�®¯��c�&�m�����c¢�¼g�c�&Ä��!µ
�����£�c¤Q�r�m�d�����k¨=�c������¤ �����W¥���¢¦���d�c¡��c¨`®��©¶n����£���G¢£¼������m��¢¦�����£�����d�����k¢£�`��¤Q���£�Q¨�����¡`¥��m�£�¯����µ{����

�������£�������F¢¦��¡T�������£�%��¡·������¢����%�`®��c¡��2¥��¬¡��c�%������«p�¬���¯ª�¡`�À¿R¢��c¡n�M¥��©�����c�����¯��¡k�c�*¥������m�`�=���m�É�c¡�¢¦�{�c�=�����������W¢�¼
& �&�¯ª�������Å�È 'ÉµQ����·¿`ª������Q�c®����������!«d�¬�����m�¬�����������£��®¯���²�c�{¨��c��� �������¢��c������m������¡r�¦Í�¢¦��®�®¯��¡n��mªc������¤Q��¡n��µ
�&�¯ª������)Å�Æ)�£����«d��������¢¦��¡Tºc���£ªc��¡�¢¦�r�`�������c�£�¯���·�c�²¨��c���p����¡�ª�®����c¡�¥f¢£����¤����£�rªc�£��¥�����®������¯��¡���»��`����¡�ª)³�G�
��¢É����¤Q� �½�c��������¢¦��¡nºc��¢¦���¯ºc��¾R�WÍ�»¹«d�¯���0ÈmÄcÄg¤·��®¯���¯ªc�£�©¥)¢¦§G¢�®¯��� & ?mÊ>±y��ºc��®AI Ê �>§G�=��'É»*�c¡`¥�Â²°²�a�Ç�c�·�����m�£¢É�
�c®¯ªc�c�£������¤6«d�¯���g®���¡����m�d�©¡T����������®��m������¡Ìµ{�����¢£���©¤Q���£�Q¨�����¡�¥`�m�£�¯����¢¦��¡n���c��¡�Å�Ä�Æ � !�������¡n����µ2�M�m¨`®¯��Æ �����!«d�
�����gÃ â � ����¤Q���Ç�c�QÂ²°��6�c¡�¥_Á²ÆmÁ �c®¯ªc�c�£�¯����¤ ��µ�)2�c��������®������¯��¡`�k����ºc���m¨������k�������£�c¤Q��¢¦��¡Tºc����ªc��¡`¢¦��£�m������¡`¥���¢��m����¡�ª������m�¬�������¦¸�¢��¯��¡`¢¦§g�c��������¾`��« ����®�ºc�������¡��c�¥���ªc�£�c¥���¥ «��¯���g������¢���������¡n����ºc���£®��m�`�`��¡�ª
�����£�m����ªc§cµ

	Z��5&
���� �#��
���:1.�89(*���'.�� �K���	
 (*�Z�'�#��
���: .�89(*���'.�� � .��	8'���	
 (*�O�'�#��
���: .�89( ���'.��
� 
 (����4 ����5&
��	� � ��� � �
� � ��� ��
�� � � ��
��
� 
 (����4 ���'56
 � ��� 	 � � �
� � � � ��
�� � � ��
��

	S(�$	8'
 � � 	Z 	
 ��
�(����4 6���'56
Z�	
�
��	
�� $#" �� 	
2��
 (����4 (�8'��.����-�� 	56�S0 .�������1
���
��#� � "%: 
�� .�0<���#��
���:1.�89(*���'.��
� � � ��� (�5&: ��;

	 >�
���I L�F N 	 ���JIKB M L �3M����JL �	D ��� 	 � B L�� D � ��� D �	G L�� �JL�


ÂXÆ!Ê>° «d�©¡�ª «d�����r��¾R�m� «F�c���¦ÍG����¡`¥���¥)��¡8�����Q���`�c¡n«d������¥��¯����¢¦������¡Ì»Ì�c�¬������¡ ��¡<& �M��ª�������Å.? 'Éµk�����¾`�!«
¢¦��¡�¥������¯��¡��·«{���£��ª��¯ºc��¡��c� ß V Ä W ?�» � V Ä � µ_��������£�c��®��©¡�ª8��¥�ªc��¾R�m�p����¥��¦¾`��¢¦����¥fÆmÄ)¥���ªc��������µ;I)�
¥��¦¿R¡����·¢£����¤����£�¨�����¡�¥`�m��§Q�m������¡�¥ �����d¾=�m���c¡�¥�ªc��¡����£�m���¬��¾R�m��ªc�£��¥ ¢¦��¤��=������¥��c�MÈcÆcÆmÄ·¡��G¥�����»G�c¡�¥��
¤��c��¡ �c�¯���½����®Wªc�£��¥Q«��¯��� ÈmÄ ! �cÆk¡��G¥�����»�����������¢¦���¯ºc��®�§�������& �&�¯ª�������Å � '*�����¨�����¡`¥��m�£�¯���&¢£�`��¤Q���£�¢¦��¡n���c��¡ ? �mÄ
������¡n����µ����Q¢¦��¤Q�`�����m���¯��¡)���²�������Ç�c�É¤Q��¥8�`����¡�ª�³�G����¢£����¤��·�½�c�¬�����Q¢¦��¡nºc��¢¦���¯ºc�Q¾R�WÍ�»ÌÂ�°��\�½�c�¬�����m�£¢É�
�c®¯ªc�c�£������¤ «d������®���¡����m�k��¡n����������®��m���¯��¡Ìµ I �¯������¡ Å�ÄcÄcÄ ¤k��®����¯ªc�£��¥)¢¦§W¢�®¯���%& È!Ê>±y��ºc��® � Ê �>§G����'É»%����� �����£��¥����c®
�½��®�®%�m¨�������¿`ºc�Q�c�£¥����É��µ�����������m�É¢£�$���©¤Q������ª��¯ºc��¡0��¡r���m¨`®¯��ÈGµ������¢¦��¤Q�`������¥�����¥`�������£�¯¨R�����¯��¡r��¡ �����
��§W¤�¤Q������§8�`®��c¡������������!«d¡ ��¡<& �&�¯ª�������Å J 'É»¹�c¡�¥ ¢¦��¤Q�R�m����¥ «d�¯��� ��¢¦�c������������¡�¥`��¡�ª ��¡��Q¨`®¯�W¢�¼g����®©�����¯��¡Ìµ
����¬�£������®¯�����m���k��¡��¦ÍW¢¦��®©®¯��¡T���mªc������¤Q��¡n��µ



� �

multigrid cycles

||d
ρ/

d
t||

100 200 300

10-14

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100

one block

multigrid cycles

||d
ρ/

d
t||

100 200 300

10-14

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100

two block

���'���	��
 � � ����.��#��
�����
�����
  ��'����.�����
��O0 .��Z$ .��� ���'�	��8'
 (��	� �4 	��5&
���( �����'�	��;

	Z��5&
���� �#��
���:1.�89(*���'.�� �K���	
 (*�Z�'�#��
���: .�89(*���'.�� � .��	8'���	
 (*�O�'�#��
���: .�89( ���'.��
� 
 (����4 ����5&
��	� � ��� � �
� � ��; ��� ��
�� ��; � � ��
��
� 
 (����4 ���'56
 � ��� 	 � � �
� � � ; � � ��
�� ��; � � ��
��

	S(�$	8'
 � � 	Z 	
O��
 (����4 [���'56
 �	
�
��	
��/$#" �� 	
���
 (����4 /(�8'��.����-�� 	56� 0 .��S����1
���
��#��� "%:1
���.�0,��� ��
���:1.�8'(*����.��	�
��� ���	��� ��89(�: ��;

� >�� � ����IKL�F N
	 ���JI B M L �JM����3L �	D���� 	 �)B �	G I�� = � =����
	��O>

���c�¬������ºc���£�¯¿R¢��m���¯��¡r�c�*�����Q¢£�`��¤Q���£���c®¯ªc�c�£�¯���`¤ �m���R®��¯��¥g�©¡8��¡`�������c¥�§g¢¦��¤Q�R�����m���¯��¡�����¡�¢�®©��¥���¡�ª�¤���ºW��¡�ª
¨��G¥`�¯����»W�Q����¤Q�`®©�À¿`��¥��������d¢��c���¬�c�&�QÁ�ÂdÃFÂ²ÄcÄ�Å�Æ��c�¯���½����®`«��¯�������`�¯��¢É����¡�ª�¥���ªc������c�D�Ç�£����¥���¤6«F�c�¢£��������¡Ì»
����� & �&�¯ª�������Å ! 'Éµ )2�c��������¡�ª�®¯���c¡�¥��!ºc���£®��m���`�©¡�ªkªc�É��¥��2����ºc��¨�����¡�������¥��Ç�c�F�����©�{¢¦��¤Q�R�����m���¯��¡���¡��c�£¥����F���
�c�������£�¬�����Q�c¢�¢����£�c¢¦§)�c¡�¥r�����Q�¦¸�¢�����¡�¢¦§g�c�2�����Q¢£���©¤Q���£��¤Q�������W¥Ìµ·�������ºc���£®©�m���`��¡�ª�¤Q�����)�`����¥)��¡r�����
¢¦��¤Q�`�����m���¯��¡8�©�d�����!«d¡g�©¡ & �&�¯ª�������Å ! 'É»�«d������������¿`�£���d¨`®¯�W¢�¼�¢¦��¡n���c��¡�� �WÅ�Æ �����£����¤ ��» �cÆ*J ���=���©¡T����»R�����
����¢¦��¡�¥�¨R®¯�G¢£¼ & Á²ÂdÃFÂ²ÄcÄ�Å�Æ '%¢¦��¡n���c��¡�� ! !cÈ !����É����¤���»WÅ�Ä�È !*J�������¡n���&�c¡�¥QÆmÄcÄ¢£���©¤Q���£�²������¡T���{µ%����2�½�m��¿`��®�¥
����¿�ÍW��¥��©¡ ���`�c¢¦�¬�c¡�¥�����¤Q�c»W«d�`��®¯�������¡����m�2¿`��®�¥����{�`�¯��¢É����¡�ª·�m¨=�����������¬¢¦��¡n�������=���©¡T�{�c�y�������c�¯���½����® µ&����
�½����� ���������c¤ à �c¢É�0¡G��¤k¨�������ÄWµ  4� �G»&�������`����¢£����¡�ª����£¢���®�®��m���¯��¡)�©�¬��������¢¦�É�¯¨���¥8¨G§ � V � � �� � ����¡ &�� @,'
«d�¯��� � � V Æ W �WÅ � »{�c¡�¥��r����¥���¢¦��¥��½����¶n����¡�¢¦§��c�²ÄWµ�Å JcÆ �Gµ I)���������½�c�£¤Q��¥<�mÄ �`�n§W����¢��c®{����¤Q���������`�������
�����£�¯�W¥��c�%����¢���®©®��m���¯��¡g�c¡`¥g�����£���k����¢�¢¦���£���¯ºc�·�=���É�¯�G¥`��m����¢¦��¤Q�`������¥Ìµ �M��ª������·ÆmÄ������!«d������� ����¢¦��¡T�������É�
�c�*�����Q��¡nºW����¢���¥�¾`��«\�m�½������Å�ÄcÄ����©¤Q�·�������`��µ2��¡���¢��c¡)�����������·��������®¯���²�m���Q��¡8ªc�n�W¥ �mªc������¤Q��¡n�¬«d�¯���8��¡��
¨`®¯�W¢�¼��������`®¯��� & �����¬¿`ª��������dÆmÄW»RÆWÅA'Éµ2���������m�£¢É������¤��¬�Ç�c���¡���`�n§G���©¢��c®�����¤Q��������r���Fª��¯ºc��¡���¡����m¨R®¯��?�µ



� �

Y X

Z

Y X

Z

block 1

block 2

Y X

Z

Ma = 2.5

Y X

Z

Ma =2.5

X

cp

0.25 0.5 0.75

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

X

cp

0.25 0.5 0.75

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

�������	��
 � � ��� �	�������	�����	��
�� �����'� � :���
������	��
 ��.��#��.��	��� (*�	��� � �	�'�3������$	�����'.�� .�� �� �
&8�. �)
�� ��(�8'8 0 .��
�� �
Q���	: 
�����.��	�����	. � .7��
�� ( � � ��(�56: ��.�56:	����
�� .�� (6���'�	��8�
 �����'� (��	� �4 	��5&
���( �������<;



� �

X Y

Z

���'���	��
[� � � � ��
�.�56
�����" .�0 �2���	���2���� ( �E(�: ;

Y X

Z

symmetry plane,
1-block mesh

Y X

Z

symmetry plane,
2-blocks mesh

�������	��
 � � � � ���	��8�
 (��	� �� ��'56
���( �	�	�������	�����	��
�� 5&
��� �	��
�� 0 .��O��.�5&:��������	� ����(��	��.��	�'� �,. �b. ��
��2(
�2�'���&(*�	� �,(�:<;



� �

X

cp

0 0.25 0.5 0.75 1

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

Mach=0. 4, α=0ο

1- bl ock
2- bl ocks

�S�'���	��
 � � ����.�56:,(����'��.�� .�0 � � �	���������'$�������.�� $1
�� ��
�
�� .��	
 $	8'.%� � (���� � �).&$�8'.%� � ��;

Y X

Z

1-block

2-blocks

�������	��
 � � ����.�56:,(����'��.�� .*0�����.%��.��#��.��	���Z.�0 � � �	�'�3������$	�����'.��!$ 
�� �)
�
�� .��	
 $	8�. � � (��	� � �). $	8�. � � ��;



� �

Iteration

C
l

0 500 1000 1500

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Iteration

C
d

0 500 1000 1500
-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

���'���	��
[� � � ���<(���� ��� 0 .��O� ��.6$	8�. � � � �,�����'��� �2.%
Q���4 	
�56
�;

YX

Z

YX

Z

�������	��
 � � � � ���	��8�
 (��	� �� ��'56
���( �	�	�������	�����	��
�� 5&
��� �	��
�� 0 .��O��.�5&:��������	� ����(��	��.��	�'� �,. �b. ��
��2(
� � � � � ��� � .�����0 .���8 ;



� �

YX

Z

single block

chimera 1

chimera 2

CP isolines at t/Tperiod = 2.0

�������	��
 � ������.�56:,(����'��.��!.�0 � � ��.��#��.��	���Z0 .����'�#�%�'�����'� �	. �C$ 
�� �)
�
�� �� 	
���'�	��8'
������'� (*�	� . ��
���89(�: �
:	���	�/������� ��.�8�������.��	�O0 .��Z��� �%��������� �,. � . ��
���( :	�-���4 	���	� � � � � � ��� � (��'�30 .��'8 ;

t / Tperiod

C
L

1 2 3

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

single block
chimera blocks

�������	��
 � ��� ��.�56:,(�������.��Q.�0 ������.%
��6���'
��#�S$1
�� ��
�
�� �� 	
 ���'����8'
������'�Q(��	�Q. ��
���89(*:	:	�'��� �����'� ��.�8'�����'.��	�
0 .��Z��� �%��������� �,. � . ��
���( :	�-���4 	���	� � � � � � ��� � (��'�30 .��'8 ;



� �

	Z��5&
���� �#��
���:1.�89(*���'.�� �K���	
 (*�Z�'�#��
���: .�89(*���'.�� � .��	8'���	
 (*�O�'�#��
���: .�89( ���'.��
� 
 (����4 ����5&
��	� � ��� � �
� � � ; � � ��
�� ��; � � ��
��
� 
 (����4 ���'56
 � ��� 	 � � �
� � � ; � � ��
�� ��; ��� ��
��

	S(�$	8'
 � � 	Z 	
O��
 (����4 [���'56
 �	
�
��	
��/$#" �� 	
���
 (����4 /(�8'��.����-�� 	56� 0 .��S����1
���
��#��� "%:1
���.�0,��� ��
���:1.�8'(*����.��	�
�	� � � � � � � � ��;

� >
���IKL�F N � L�� DJIKB 
�� ���)I � M L �JM����3L �	D���� ��FIA����L�� D � � � D �	G � � ��� L�
 � �

�D����ºË�c®��`�m����������¢��m�`�m¨`�©®��¯�>§g�c�{�����Q�!ºc���£®��m���R��¡�ª���¡������É��¢¦��������¥ �n§n¨��É��¥gªc�É��¥ �Ç�c�¤·��®¯�����`®¯��¤Q��ºW��¡�ª�¨��W¥�§
�����c¨R®¯��¤���»c������¤Q�������W¥Q«2�c�{�m���`®�����¥���������d¡G��¤Q���£�©¢��c®�����¤·��®��m���¯��¡��c�Ì�¥���®�����«d��¡�ª¬«d�����Q¥��¦¾`��¢¦����¡�ª�¾=�m�`��»
�����%& �&�¯ª������kÆcÆ 'Éµ����c��������ºm�c®���¥`�m���¯��¡��c�%�����·¡n��¤����£��¢��c®¹�£��¤k�`®��m���¯��¡���»�ºm�m�£�¯���`�«d��¡`¥WÊ ����¡�¡���®��¦ÍW�����£��¤Q��¡n���
«2�������������½�c�£¤Q��¥���¡��������¹�£�c¡`����¡���¢ I ��¡�¥��M��¡�¡���® $��	 �����©¡�ªc��¡ & �&I $2'�Ü �ËÞ µf�d����«d��¡`¥WÊ ����¡�¡���®2¤Q�W¥���® »
�����!«d¡f�©¡ & �&�¯ª������ ÆcÆ 'É»d�����$ªc��¡����£�©¢g¢¦���c������¥ ¥���®¯���ËÊ «d��¡�ª��c�¯�£¢¦�£�m�½��¢¦��¡�¿`ª����£�m���¯��¡y»2«��¯���p� ������®��mªc�r�c¡�¥
¤Q�!ºË�m¨`®������É�c��®���¡�ªr��¥�ªc��¾R�m�`��µ à ���c��������¤Q��¡n�Q��¶G���¯�`¤Q��¡n��������¡������c®�®���¥����$¥��������É¤���¡����������m�����W¥�§W¡��c¤���¢
�½�c�£¢¦�����c¡`¥8¤Q��¤���¡T���²��¡������·¤Q�W¥���® »R�c��«2��®�®D�c�d�����·���`�c¡WÊ «���������£�����������k¥��������£��¨`�����¯��¡��m�²�>«2��¢����xÊ �R®��c¡��
®¯�W¢��m���¯��¡���»��m� JmÄ�
 �c¡�¥ �mÄ�
 ¢£���c�É¥@®���¡�ªc���Ìµ ���c�������r¢¦��¡W¿Rª����£�m���¯��¡@�����!«d¡ �©¡ & �&�¯ª����£�rÆcÆ 'É»²���������

�������	��
 � � � � 
�8-�4( �2�'��� �2�-�� 56.7�%���	� �E(�:	��;

��¡������£��¢¦��������¥ ªc�É��¥��¬«2����� ªc��¡����£�m����¥0�©¡�¥�������¡�¥���¡n��®¯§g����� & �&�¯ª�������ÆcÈ '¬«d����¢É�$¢¦��¡n���c��¡� �¤���®�®�����¡8������¡n����µ
�&�¯ª�������Æ2?�������«���������¥������c�©®��c�M�����¬ªc�£��¥������£����ª��������¬¾R�m��Ê ª��m�yµ



� �

����·¢¦��¤Q�R�����m���¯��¡r«2�c�²�������½�c�£¤Q��¥g�Ç�c�¬���Ç���������������c¤ à �c¢É�)¡n�`¤�¨����d�c�{ÄWµ �G»y�c¡�ª�®¯�·�c���m�����c¢�¼ �c� ! W È���c¡�¥ ãä VXÈ W ! ¤���®�®�����¡`µ "x¡ �M��ª������ Æ ��������¢��c®©¢���®��m����¥$�������½�c¢¦�Q�`�����������£��¥`�������£�¯¨R�����¯��¡g�©�¬������«�¡ÌµQ����

X Y

Z

���'���	��
 �*� � ����
���89(�:�:	�'�	�/�	���������	�����	��
��  #"%$	����� �����'���O0 .��2(6��
�8���( �2�'�	���2�-�� �E(�:	��;

¢¦��¤Q�`�m�É������¡�¨����>«2����¡�������¢��c®�¢���®��m����¥��c¡`¥0�������¦ÍG�����£��¤���¡T���c®{���������£������¥��������£��¨`�����¯��¡0�m��JmÄ 
 �c¡�¥ �mÄ 

¢£���c�£¥�®¯��¡�ªc�������F������«d¡���¡ & �&�¯ª����£�¬Æ*J 'Éµ{����¬¢��c®�¢���®��m����¥�¥`�������£�¯¨R�����¯��¡Q¿R���{«2��®�®�«d�����������²�¦ÍW�����£��¤Q��¡n���F�m�
��������®���« �`����¢£���c¡�ª�®��cµ

	 >�� � ����IKL�F N � L ��DJIKB 
��-��� ID� M L �JM����3L �	D���� ��FID� ��L � D � � � D �	G � � � � L�
 � �
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ÜÀÅ1Þ "1µ )2�m¨R���� ¼m�W»TÂkµ (QµcÂ ��� �cµ Û ����ºc��§·®¯��¢¦���������&��¡Q�����¤��m������¤��m����¢��c®W�½����¡�¥`�m���¯��¡��&�c�`�����F¿R¡��¯���2��®¯��¤Q��¡n�¤Q�������G¥Ìµ "x¡)����� à �m������¤��m����¢��c® ������¡�¥`�m���¯��¡)�c�2����� �&��¡��¯���6-�®���¤Q��¡T� à �������W¥)«d�¯���)Â����`®©��¢��m���¯��¡��

��� â �m�£�����c®D°�� >�������¡n�����c®�-{¶n�`�m���¯��¡���»=Â�µ$(QµRÂ ��� �c»=��¥Ìµ¯»=Â²¢��c¥���¤��©¢ â �£������»RÁ���«��*�c��¼�Ê2±¹��¡�¥���¡Ì»R���yµÈ�´GÈ*JcÈG»MÅ !  mÆGµ
Ü Æ!Þ ��µËÂkµ ){��¡���¼R» â µ $·µ )F��¡���¡�ª�» ��µË±�µ Û ����ªc����µcÂ È!Ê>° ÃF���©¤Q���£��$��£��¥ -�¤k¨=��¥`¥���¡�ªd�D��¢£�`¡���¶G���cµ â ���W¢¦����¥WÊ��¡�ª��c�������  !����Â "xÂ²Â Ã2��¤Q�`�����m������¡��c® �&®����©¥)°�§W¡��c¤��©¢���Ã2��¡��Ç������¡`¢¦�c»%ÃF�©¡�¢���¡�¡��m��� »y���yµDÈcÆcÆ�´GÈcÈWÅm»

Å ! � �Gµ
Ü È!Þ ��µ�)2��¡�����» ��µ â ���£�c�¯�£�cµ¹Â�¡0�c®¯�����£¡��m���©¡�ªg¥��¯ª������c®%������� & Â²°�� '¬�c®�ªc�c�£�¯����¤ �½�c� $�����¤Q�����£��¢ Û ���m�£¢£�`��¡�ª�c¡�¥ "x¡n�����£����¢¦���¯��¡ â ���c¨`®���¤���µ "S¡n��µ ��µ�Á���¤�µ à �����Ìµ�-�¡�ª�» � ��® µRÈWÅm»����yµyÅÉ´RÅA n»MÅ ! !WÅmµ
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